ATOM|I EMOLECOLE

Relazione di indeterminazione posizione-impul so

vedi LaFisicadi Feynman val. 3, paragrafo 2-2

In meccanica quantigica € nota la relazione di indeterminazione poszione-impulso, o rdazione di
indeterminazione di Helsenberg:

Equazione 1 DxDp 3 g

secondo cui € impossibile conoscere contemporaneamente con precisone assoluta posizione ed
impulso di un sgema lungo la sessa direzione o0, se vogliamo, quanto piu determinga € una
grandezza tanto meno determinata e l'dtra Naturdmente I'Equazione 1 € confermata dagli
esperimenti come quello che andiamo a descrivere.

Condderiamo una fenditura di ampiezza a invedita da eettroni prodotti da un filamento riscadato.
Gli dettroni Sano accderati da un campo dettrico e sHezionati da un campo magnetico che i
deflette in modo da far passare dalla fenditura solo quelli aventi una certa energia

iy
# -

Gli eettroni che invesono la fenditura dano caraterizzati in energia ed impulso. In particolare
supponiamo che abbiano p, = p, e p,=0. Se l'ampiezza della fenditura € confrontabile con la

lunghezza donda | =— associaa dl'dettrone s pud osservare una figura di diffrazione con un
Y

massmo centrde pronunciato e dei massmi secondari in cui ritroviamo poche unita percentudi di

eettroni che hanno superato la fenditura Possamo trascurare | massmi secondari. |l primo minimo

9 haad un angolo J che verificalardazione

Equazione 2 =—.
a

Rivelare un eettrone a J vuol dire che questo ha superato la fenditura con un impulso p,* 0.
Precisamente, per piccoli vaoridi J 9 ha

|
Equazione3  p, @p,J = p, 3

Poiche la distribuzione € smmetrica, per ogni elettrone che ha impulso p, >0 ce n'e un dtro con
impulso p, <0. In media, ma solo in media, gli eettroni che atraversano la fenditura hanno un
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impulso p, =0. Quel che possamo dire & che gli eeftroni hanno un impulso noto con una
indeterminazione
h _h

=—Db Dpa
pa a P2 @h

Equazione4 Dp, @p, Ig =P,

Se vediamo a come l'indeterminazione Dy sullaposizione y possamo scrivere:

Equazione5 Dp Dy @h

che non é ancora l'estta rdlazione di indeterminazione di Heisenberg ma che gia € in grado di
mostrare come la misura ddla poszione possa influire su qudla delimpulso nd senso che abiamo
detto dlinizio dd paagrafo. Se miglioriamo la misura di y, coe s facciamo diminuire Dy,

necessriamente Dp, aumenta. Cio € noto dal'esperienza della diffrazione in cui la distribuzione e
tanto piu larga (Dp, grande) quanto piu piccola é I'ampiezzaa dellafenditura (Dp, piccolo).

(Cos pure, quando vogliamo confinare delle particelle in una certa regione dello spazio dobbiamo
spendere energia cinetica. Infatti se vogliamo locdizzare la paticdla cioe rendere Dy sempre piu
piccolo, dobbiamo aumentare Dp, e cioé aumenta l'energia cinetica).

Vogliamo determinare, ad esempio, la posizione del'dettrone di un aomo di idrogeno. Se a € la
dimensione ddlaregione dl'interno dellaquale s troval'dettrone, il suo impulso &

h
Equazione 6 p @5 )

Attenzione. L’equazione precedente deve avere a primo membro lo scarto
quadratico medio del’impulso, non I'impulso stesso.
L 'energia ddl'dettrone € somma di un termine cinetico e di un termine potenzide:

2 2 2 2
e h e

Equazione 7 E = EC + Ep :_2p - = T
m a ma a

il cui andamento e descritto in figura
Avendo I'dettrone impulso medio nullo, s ha Dp? :<p2>- <p>2 :<p2> e quindi § pud scrivere
I equazione precedente.
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Per piccoli vaori di a prevae il termine cingtico e dunque la forza centrifuga repulsva; viceversa,
per grandi vaori di a prevae il termine potenziade, cioe la forza colombiana attrattiva. L'equilibrio
9 hand punto di minimo dell'energiax
2 2 2
Equazione 8 E:OID - h3+e—2:0b a, = h2
da ma’® a me

Se avessmo usato 7% che compae nela esdta relazione di indeterminazione di Heisenberg,
avremmo trovato

Equazine9 @, = 0.528 A.

che coincide con il raggio di Bohr ddl'atomo di idrogeno cioe con la distanza dla quade e massma
la probabilita di trovare I'dettrone. La coincidenza non € dd tutto casude come saremmo portati a
credere per aver trascurato acuni fatori, ma € una ulteriore conferma della bonta del principio di
indeterminazione.

Sodtituendo  a, nel'espressone ddl'energia 9 trova il vdore E; =-13.5eV che rappresenta
I'energia di legame tra I'dettrone ed il protone nel'@omo di idrogeno. Passando ddl'atomo d
dsema nucleare possamo ripetere il ragionamento e determinare l'energia di legame di una
paticdla dl'interno del nucleo. Troviamo cosi per protoni e neutron un‘energia ddl'ordine di
10%eV .

Equazione di Schrédinger indipendente dal tempo. Particellain un potenziale.

Per | paragrafi seguenti vedi un qualdas testo di idtituzioni di fiSca teorica o di druttura dela
materia.

Attenzione nd testo seguente non s fa sempre la dovuta digtinzione tra probabilita e dengta di
probabilita

Da corso di idituzioni di fisca teorica € nota I'equazione di Schrédinger indipendente da tempo
per unaparticdlain un potenzide. Scriviamoland caso unidimensonde:

7 2 2 ~
Equazione 10 2 %y+V(x)§/(x) = Ey (%)
L'equazione di S. ha due limitazioni: vae per paticdle non reatividiche (perché abbiamo scdto
I'namiltoniana come operatore legato dl'energia) inoltre non contiene termini di interazione che
portano ala creazione o annichilazione di particelle.
Tratutte le soluzioni ddll' Equazione 10 dobbiamo scegliere quelle fisicamente accettabili.

Una funzione donda y (x) e la sua derivata % devono essere finite, ad un sol valore, continue.

Il modulo quadro dela funzione donda, infaiti, € legato dla probabilita una discontinuita di y e
y ' sarebbe associata a discontinuita della probabilita e questo comporterebbe I'esstenza di sorgenti
0 pozzi di particelle che noi escludiamo.

Spesso € necessario richiedere che la funzione donda sa normdizzabile cioé che soddidfi la
condizione:

Vido il legame tra funzione d'onda e probabilita 9 richiede che SEMPRE la funzione d'onda sa
normaizzabile.

Equazionell  qugyY “dxdydz=1



perchécio accadalay e e tendere a zero allinfinito con sufficiente rapidiita
Scriviamo I'equazione di Schrodinger nella seguente forma:

, d¥ (x) _2m
Equazione 12 o —?[V(X) - EL/ (X)

Poniamo % [V(¥) - Ely (x) =a?. Disinguiamo due casi:

Se V(Xx)>E, a € una guatita rede e |'Equazione 12 ammette come soluzione generde una
combinazione linearetra e** e € %*:

Equazione 13 Yy (X) =c€&” +c.e™

., dy(X)
Poiché
dx?
coefficienti potrebbe assumere una ddlle seguenti forme:

e y (x) avrebbero in questo caso 10 stesso segno, I'Equazione 13 d vaiare de

1
'}
{ o

|
o,
| ) | |

Tutti i cad illugrati non sono fiscamente accettabili perché y (x) non § consarva finita per
X® ¥ oppure X® -¥. Escludiamo dunque che V(X) possa essere maggiore di E in tutto
l'intervalo di definizionedi y (X).

SeV(x)<E, a eimmaginario elasoluzione generde ddI'Equazione 12 e la
soluzione oscillante

Equazione 14 y (X) =c€* +c,e ™

d* (x)

dx?

Osserviamo che in questo caso

andamenti per I' Equazione 14.

e Y (X) hanno segno opposto. Sono possibili i seguent



Buca di potenziae a pareti rigide

Congderiamo il caso piu semplice di unabucadi potenzide a pareti infinite, cioé:
i0 per O£x£EL

V(x)=% +¥ dtrove

L'equazione di Schrodinger per la particdladl'interno dellabuca s scrive.

d¥y
Equazione 15 =-k
quadne1s -~ y

con
2mE

hZ
L'integrale generde ddl' Equazione 15 &

Equazione16 K =

Equazione17 Y (X) = ce™ +c,e ™.
Mediante semplici condderazioni € possbile dimostrare che la funzione donda deve annullars
aulle pareti dellabuca Imponendo la continuitadellay in 0 ein L
S determina unadelle due codtanti ¢, e C,:
y(0)=0pP c,+c,=0P ¢ =-¢,

E i 18 i [
guazione Cl(e|kL _ e"kL)= Ob 2icsnkLp
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Equazione 19 AsnkL =0.

Samo pevenuti d primo importante risultato: dl'interno di un buca di potenzide a paeti infinite
non tutti i vaori di k sono possibili masolo qudli che soddisfano I' Equazione 19, cioe

k :m

Equazione 20 ,

La quantizzazione de vdori di k eguivde ad una quanttizzazione de vdori del'energia, come 9
deduce dd|' Equazione 16:
n’h?
Equazione21 E = —
8mL
Il primo valore da poter darea n ézero. Per n=0 s ha k=0 e y(x) =0," x, equindi hon e un

vaore accettabile. La minimaenergia possibile per il ssemaéadloraquelaches han =1.
Le funzioni donda sono

Equazione22 Yy .(X) = Adnk, x

Possiamo determi nare lacogtante A imponendo la condizione di normdizzazione

+¥

oy dx=1p |A° gan ?k,xdx =1

-¥
S conclude che

2
Equazione23 A= T

Le funzioni d'onda sono dunque
Equazione24 Yy . (X) = Sn&np 0
2

Osserviamo cheil numero n indica quante semilunghezze d'onda devono stare ndll'intervalo [O, L] .

Ci chiediamo s la y(x), autofunzione ddl'hamiltoniana dd sSdema da anche autofunzione

dellimpulso. Nella rappresentazione delle coordinate 'operatore impulso assume la forma - ih%.

Ci giamo chiedendo s - ih:—xy (X) = py (x) dove p dovrebbe essere l'autovaore ddl'impulso.

S veifica facilmente che la condizione richieta non & soddisfatta Cio vuol dire che se facciamo
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una misura di energia codringiamo il dsema ad andare in uno degli autodati del’hamiltoniang,
regisriamo il corrispondente vaore di energia E e, ripetendo la misura, troviamo sempre 1o stesso
E. Se in seguito faccdamo una misura ddlimpulso e la ripetiamo diverse volte, non troviamo
sempre lo stesso vaore. Qudi vaori troviamo? Abbiamo dimostrato che y (x) =(:l(e”<X - e‘”‘x);
prese separatamente € e e sono autofunzioni dell'operatore impulso.

Un autodato ddl'hamiltoniana dunque pud esprimers come combinazione lineare di  autodtat
delimpulso asociati agli autovaori 7k e - 7k, cosa che ci aspettavamo dd momento che
conoscendo I'energia possiamo conoscere il modulo ddlimpulso ma non sgppiamo se la particdla
viaggia da destra verso sinistra o da sinistra verso destra.

[l valor medio ddll'impulso e zero, coscché

Equazione25 Dp? =(p- p)° = p? = #?k?

Poiché la paticela € codretta a tare in una regione di ampiezza L, l'indeerminazione nella
poszioneed massmopaial:

Dx =L

Se lo gato fondamentae avesse energia nulla S avrebbe p =0; per I'Equazione 25 sarebbe anche
Dp=0 coscche DpDx =0, reazione che violerebbe il principio di indeterminazione di
Heisenberg. Abbiamo trovato cos un dtro modo per dimodrare che I'energia ddlo sato
fondamentale deve essere diversa da zero.

Una descrizione dterndtiva della buca di potenzide a pareti infinite € quella che pone il riferimento

in modo che V(x) =0 per - %E XE % Inta caso s dimostra ce le funzioni donda sono :

\/%cos% X  seneédispai

2 .. np .
1/—sn—x sen epari
L L

Naturamente |e due descrizioni sono equivaenti.

Equazione26 Y (X) =

Poiché non c'e acuna probabilita di trovare una particella oltre le pareti della buca di potenzide a
pareti infinite, questa viene anche chiamata buca di potenzide a pareti rigide. Una sua redizzazione
sperimentale e codtituita da un tuo a vuoto in cui sono poste due placche g, vicino a queste, due
griglie. Le due griglie sono collegate traloro e poste a massa.



Tra le due placche il potenzide ha I'andamento rappresentato ddla figura di sotto. Se diminuiamo la
disanzatraplacca e griglialaformaded potenzide a bacindla diventa a pozzo.

S ha cos una buca di potenzide la cui dtezza e solitamente finita ma € lecito supporla infinita. |l
moto di dettrone al'interno dd tubo risulta essere quantizzato in energia Importanti gpplicazioni s
hanno ndlingegneria de maeridi. E posshile redizzare drati ottili con aomi di diversa naura
creeando una successone di buche di potenzide dl'interno delle qudi e nota I'energia di eventudi
portatori di carica.

Studiando lo spettro di energia di una buca di potenzide e possibile concludere che non possono
esgtere dettroni liberi dl'interno di un nucleo perché avrebbero energie eevatissme.

Bucadi potenzide a pareti finite.

E il caso di un potenzide definito ndl seguente modo:

i0 per OE£XEL
Equazione27  V(X) =i
1V, per x<0,x>L



Congderiamo dgpprima  quditaivamente la forma dele funzioni donda che sono soluzioni
dell'equazione di Schrodinger indipendente dal tempo per il potenzide ragppresentato dall’ Equazione
27. Naurdmente il caso che diamo trattando deve ridurs dla buca a pareti rigide se facciamo
tendere V ® +¥ . Ci agpettiamo dunque che le funzioni donda, ameno per bass vaori ddl'energia,
abbiamo piu 0 meno la dessa forma nel due cas. Servendoci di questa ed atre considerazioni,
dimostriamo che anche nd caso della buca a pareti finite I'energia entro la buca a pareti finite non
pud assumere vaori quasas ma e quantizzata Fissamo l'atenziore sullo gato fondamentde La
sua funzione donda non puod differire notevolmente da qudla che s ha nella buca a pareti rigide. Ci
agpettiamo una curva di tipo snusoidde. Sa E; il vaore che associamo a tde sato fondamentae.

d’y

Tenendo presenti le relazioni che intercorrono tra il segno di y (x) e il segno di Ve a seconda

che sa V >E oppure V <E, é facle renders conto che E, non pud essere troppo grande né
troppo piccolo s2 9 vuole evitare la divergenza, fiscamente inaccettabile, della funzione d'onda per
[X|® ¥ .1 seguenti esempi servano da chiarificazione



Sgppiamo che quanto piu grande € E tanto piu piccola € la lunghezza donda. Se E, e troppo
grande la semilunghezza donda € minore delle dimensoni ddla buca e y ha I'andamento descritto

infig.1, fiscamente inaccettabile.
In questo secondo (fig.2) caso il valore scdlto di E, € abbastanza piccolo perché s abbia IE> L,

ma non abbastanza perché s possa evitare la divergenza della funzione d'onda per |x| ® ¥ .
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Seil vdoredi E, e troppo piccolo succede quello che e descritto in fig. 3 e cioe che y (X) ® +¥
per [X® ¥.
Quedta volta il vdore di E, e quelo giusto (fig. 4) per dare a y I'unico andamento anmissbile

oscillante dl'interno della buca e decrescente al'esterno con I'asse X come asintoto.

Con condderazioni assolutamente anadloghe 9 dabilisce la forma per il primo livelo eccitato.
Mettiamo a confronto buca a pareti rigide e buca a paet finite confrontiamo autofunzioni e
corrigpondenti autovaori del livello fondamentde e del primo stato ecciteto:

Ossarviamo che, ndl caso ddla buca a pareti finite, la diminuzione esponenziae di y, € piu lenta di
Y,- |l coefficiente dell'esponenzide é infaiti:

/2 - E . . . , R .
a= %; maggiore € l'energia E, minore € a. La coda dela funzione donda ndla

regione esterna dla buca é dovuta dl’ effetto tunnd: il superamento di una barriera da parte di una
particella che non ha sufficiente energia per superarla
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Se lafunzione donda € non nullain (1) e (2), dlorala particella puo attraversare la barriera.
Ne cas redi | fondo della buca non € piatto ma ¢i sono dei didivelli. Consideriamo, ad esempio, la

seguente buca

S pud dimograre che come nel caso della buca a pareti rigide anche per la buca a pareti finite gl
autovaori di energia sono individuai da un intero n; il suo dSgnificatlo € qudlo solito: n-1 € |l
numero di nodi che ha la funzione donda dl'interno della buca Per la funzione donda associaa
dl'autovdore E, o aspettiamo, nel caso di fondo discontinuo, I'andamento dell'ultima figura della
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pagina precedente. Osserviamo che ndla regione | I'energia cinetica delle particele € maggiore che
nella regione II; in corrigpondenza, la funzione donda ha una lunghezza donda ed una ampiezza
minore nellaregione| che ndlaregionell.

Il fato che a energia maggiore corrigoonde lunghezza donda minore € abbastanza owvio (basta
consdderare che E, >E,, P p,>p, P |, <l,). Vedano come lenega influenzi anche
l'ampiezza ddll'onda. Per la funzione donda di una buca a pareti finite ¢ aspettiamo una espressone
dd tipo:

Equazione28 Yy (X) = ASn( kx+j )

Lasuadeivatae:

Equazione 29 % = Akcos(kx+j )=mb Acos(kx+j )= %

Quadrando e sommando |I' Equazione 28 el'Equazione 29 S cttiene

2 2 A2
Equazione30 A’ =y ? +m—2 b A=gy > +ﬂzg}/

A S

Lay é una funzione continua, cos come la sua derivata y '=m; quindi, y, =y, € m, =m, d
confine tra le regioni | e II. L'unica cosa che cambia € k perché s passa in regioni a potenzide
diverso. Quando andiamoin Il k, <k, equindi A, > A .
Maggiori dettagli sulla buca a paeti finite 9 ottengono scrivendo le soluzioni dell'equazione di
Schrodinger nelle tre regioni individuate dala buca ed imponendo la continuita dela y e y' sldle
pareti dellabuca
Finora abiamo trettaio il moto di particdle in potenziadi capaci di legarle in regioni limitate delo
gazio. Gli interessanti fenomeni quantisticic modrati sono la quantizzezione ddl'energia e I'effetto
tunndl.
Per dimodtrare la quantizzazione ddl’energia in
una buca a paeti finite, condderiamo una dffétta
buca: T A

V(X)=0 per X £ - %a

V(x)=- V, per |X <%a 2 =

V(x)=0 per x3 %a. |

Gli dati legati S hannoper - V, < E<O0.
Le soluzioni sono dd tipo:
ly, (¥) =b,d¥ +b &'
ikyx

iy, (x)=ce®+ce
1'=y o (X)=d, g% +d e
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_4[2m(E- (-V,)) _ J2m(E +V,)
) )

Posto k, :%«/- 2mE =ih,, sodtituendo:

1y, (x)=be" +b &~
.I’y " (X) = C+é lox +C_ e ikyx (*)
%y . (x) =d.e"*+d &%

E chiaro che d. e b, devono essere nulli in quanto per x chetendea - ¥ lay, (x) divergerebbe,
excos la y, perxchetendea+¥ .

Per semplificare il problema Sruttiamo il fato che il dsema € smmetrico. Poiché la scdta ded
verso dele x & arbitraria, la densita di probabilita in un punto - x & ugude a quela in x. Allora
possamo dire che I operatore Hamiltoniano € invariante per inversone ddle x. Sa P I operatore

paritd che cambia x in —x. P ed H commutano: gls,ﬂgz PH- HP=0. Due operatori che

commutano  hano  autostati  in comure  Infati  Hly,)=Ely,), da ci
gls,lflg|yn>:EnI5|yn>- HPly,)=0P Ply,)éunaitostaod H .

Py (x) = py (- x) =y (- x). Seapplico due volte I operatore paritaottengo:

P2y (x)= PPy (x) = Py (- x)=y(x). D'dtra pate P% (x) = pyx) b p=+1 Quindi questi vaori
di p sono autovaori dell’ operatore, e di conseguenza risulta:

Py (X) = py (X) =2y (- X)

Abbiamo dimodraio che le autofunzioni de sstema (*) sono pari o dispari, ma dato che H ha
dcuni autogtai in comune con P, le autofunzioni soluzioni del sistema (*) non posono che essere
funzioni pari o digpari.

Ora, condderando sempre il Sstema studiamo separatamentei due casi:

a) funzionepai: y (X) =y (- X) b) funzioni dispari: y (X) = -y (- X)
Risulta Risulta

ib =d, ib =-d

%c+:c_ %C+:'C.

Cerchiamo a questo punto le espressioni delle due funzioni.
Per le funzioni pari riscriviamo il 9stema (*) tenendo conto ddlle condizioni di cul sopra:

1 De”

} C cos(k,x)

{De™

Andogamente per le funzioni dispari S ottiene:
| - De™

i Csen(k,x)

% De M

Ora, imponendo lacondizione di continuitaper lafunzione e lasuaderivataprimain a2, S ricava
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y (x) pari: y (x) dispari:

‘I as } 13 ‘I ) as } 13
]'CCOS%EE: De 'Z '.'Csnaizegz De 2
: €7 2g : &225
i : ao_ s i ao_ iy
..-Cksma:r‘< —=-=-Dhe 2 « Ck, cosck, —==- Dhe ?
f 7 2, ' t & ?é}?(2 24 k
da cui
k, tanZk, 20=h, e k,cot %, 20=h,

20 29

Ogni vdloredi k, edi h, contieneil vaoredi E cheimmaginiamo abbiail Sgema
Congderiamo il quadrato di tutti i termini dellaprimadi queste relazione, ricordando che

E+V, - : . . o
kZ =2m ~ ¢ e h= ;TE con dei semplici passaggi matemdtici S ottiene:
2m(E+V0)sen2§f<zggz-2nEcoszg<zggb hk, =\/2m\V, coskzg‘
@ @

2 =

A questo punto se risolviamo graficamente | equazione: JZ—V
m 0

cosK, E‘
2

-:\E'Et‘:l\;ffjff\x i \

e

Troviamo che i punti di intersezione fra le due curve, per i qudi la tangente & postiva, danno de
vaori di k, quantizzeti che corrigpondono a vaori di energia possbile. E' chiaro, lo 9 evince
anche dd grafico, che quando la retta non incontra piu la funzione armonica, non abbiamo piu dati
legati, che sono in numero finito.

Altri interessanti fenomeni gppaiono se 9 conddera il moto di paticdle in dati non legati.
Condderiamo ad esempio il caso di una paticdla che 9 muove in una regione con una buca di
potenziae come quelladescritta dl'inizio del paragrafo.
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L'energiadella particelladdl'equazione di Schrodinger e datada

‘I Aéklx + %—iklx’ X <O
T .

Equazione3l Y (X) ={Cé* +De™*, 0<x<L
% Fe +Ge', x>L

_ [2m(E - V,)
k, = —

con

.= [PE

Il primo termine nella funzione donda per la regione x <0 rappresenta l'onda progressva che s
awvicina dla buca e il secondo termine l'onda che viene riflessa ddla buca Infatti, sebbene sa
E >V,, nd caso quantistico s pud dimosirare che esiste una probabilita finita e diversa da zero che
labucariflettaindietro I'onda

Andogamente il primo termine ndla funzione donda per la regione x>L rappresenta |'onda
trasmessa oltre la buca e il secondo termine dovrebbe rappresentare 1'onda riflessa indietro. Poiché
non ce nulla che possa causare una riflessone possamo porre G=0. Possamo fissare ad arbitrio il
vdore di undtra cogtante. Poniamo A=1; spiegheremo dopo il sgnificato fisco di tde scdta
Determiniamo gli dtri coefficienti imponendo lacontinuitadiy e y'inx=0 e x=L:

'].y(O):1+B=C+D

.}y (L) = Ce** + Det = Fekt

iy ' (0) =ik, - ik,B =ik,C - ik,D

ly "(L) = ik,Ce"" - ik,De " =ik Fe'"

Equazione 32

Dala seconda e ddla quarta equazione s ricava
iCe'L + De ™ = Felt

[

! Ce'l - De et :ﬁFeile

1 k

| 2

Ddle dtre due condizioni di continuitas ricava
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i
j1+B=C+D j1+B= Fe'legcosk L-|k—snk2L—
! k b | “ ?
1 B=—L(C- D) _ 5 5
K, 11 B :ﬁFe"‘ng—lcoskzL - idn kngz Fe"‘lLaecosﬁs'n kng
i k2 k2 [} kl a
o ikl
F= k2+ 2
cosk,L - i—=—=2sdnk,L
2k k., ?
2 2
- ke k kk1 ank,L
B =iFe"" _kki snk,L = 24 i
+
2 cosk, L - ius'n k,L
2k k,

Alla crcoganza che F e B sono immeginari S aitribuisce il sgnificato fisco di uno Sasamento tra
ondaincidente e riflessa (0 trasmessq).
S definisce flusso di probabilita incidente la probabilita ad secondo di trovare una particela che
atraversaun puntoin x <0 ndladirezione delle x crescenti.
S definisce flusso di probabilita riflesso la probabilita ad secondo di trovare una particela che
atraversaun puntoin x <0 nelladirezione delle x decrescenti.
S definisce flusso di probabilita incidente la probabilita ad secondo di trovare una particela che
atraversaun puntoin x > L ndladirezione ddlle x crescenti.
Poiché la probabilita d secondo che una particdla atravers un dato punto € proporzionde dla
diganza che essa percorre d secondo, il flusso di probabilita € proporzionde non solo dl'intensita
dell'ondama anche dlaveocitaddla particela
Definiamo coefficiente di riflessone R il rapporto tra il flusso di probabilita riflesso e il flusso di
probabilitaincidente. In base a quanto detto S ha:
_ VBB
V,A A
Fissse A=1 dgnifica fissxre la corrente di paticdle incidente. Definiamo coefficiente di
trasmissione T il rgpporto trail flusso di probabilitatrasmesso eil flusso di probabilitaincidente.
S ha
_V,F'F

:|B

|2

2

— =IFl
VAA
In particolare nel caso particolare s ha
T = 1 _ 1 _ 1 _ 1
' v ] B ] ool e K g b
c:ossz+(k1 an kL 1+ a2/ 1:9n?k L kl_kzl,’l o2
2 k1k2 e k12k22 :IH 2 1+WH n kZL
avendo posto
—e(hkzlkz )u snk,L.

Andogamente 5 trovache R= ﬁ come ci aspettavamo, dovendo essere R+ T =1 in condizioni
+

dazionarie.
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2mE , _ 2m(E- V)

Poiché k? = =
W
V2
Equazione 33 h=—-2——dn’k,L
4E(E - V,)

cioé h haun comportamento oscillante con sn? k, L.
In paticolare, quando KL=np P h=0bP R=0 e T=1. E come s ci fosse un fenomeno di
interferenza regolato dala lunghezza ddla buca Infatti se esorimiamo il numero donda k in

funzione ddla lunghezza donda :2|_p la massma tresmissone 9 ha quando
2p L_n
X l=nppb ==—.
I P I 2

Ossrviamo ce l'ampiezza di ostillazione di h diventa sempre piu piccola quando E diventa
sempre piu grande. Ci sono cioe ddle ostillazioni smorzate dal coefficiente di trasmissone. Per
E®V,,invece T® 0 e R® 1.

Barrieradi potenzide
Consderiamo una barriera di potenzide cioé un potenzide definito come segue;
iV, per O<x<L

Equazione34  V(X) =
10 per x<0O,x>L

Didinguiamoi duecas E<V, ed E >V,

a E<V,

Scriviamo la soluzione dell'equazione di Schrodinger nelle tre regioni:
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‘I eiklx + Be-iklx X < 0
i

Equazione35 Yy (X) ={Ce® +De™® 0<x<L
1 Fe' x>L

con

K = f2rr;E e k= f2m(\/02- E)
h h

Le ragioni per ci A=1 e C =0 sono date spiegate nella buca. Imponiamo la continuitadi y e
y'inOeinL:

iy(0)=1+B=C+D

{y (L) = Ce'" + De''e" = Fe™*

iy ' (0) =ik, - ik,B =k,C - k,D

fy (L) = k,Ce - k,De " = ik,Fe'

Equazione 36

Ddla2® eddla4® eguazionesd ricava

‘ICekzL + De- koL - Feile

Equazione 37 I Cet - Dekt = iﬁ Faiit
1 k
| 2
Sommando membro amembro le ultime due uguaglianze s ricava

F K, 0
Equazione 38 Ce? = — Gl +i ﬁie'le

2 K, g
Sottraendo

) F .k O
Equazione39 De " :Egi- i —L gt

2 0
dacui
Equazione 40 : 20
ip=F&. K Gwgn
% 2 g kz (%]

Ddle dtre due condizione di continuitas ricava

- Ny
{14B=C+D i FeleE%oshkzL- i%s’nh kL2

Equazione 41 % . K, P % ’ o
:1-B=-i-2(C-D) { K 5

J\ | IkL$ LA O

, K, - Fe™ gcoshkzL +i—2gnh k,L=

[ .

| K p

dacui 9 ricava
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- ik,L
e
F

i
T 2 2
I coshk,L - %K g k,L
] 2k kK,
I
Equazione 42 2 K2

! 1Ko gL
iB = 2k K,
1 coshkL-lkl I(snhkzL
| 2k k

2

Il coefficiente di trasmissone é dato da

Equazione 43
2 1 1 1
TR - k20 T e ak? - k2 §'U i a2 - k2O
coshzk2L+g—: sni’k,L  1+@+ :[]smhsz 1+ g L —smhsz
2kk, & & € okk, k B 2Kk,
1
1+h

Osserviamo che il questo caso, T non puo raggiungere mai il vadore 1 giacché il seno iperbolico e
dunque h non g annullama per E <V, . E' conveniente esprimere h infunzionedi V, e E:
Equazione 44
oME 2mlv, - E)g’
2 2 ; , & 0 2 e - 0
h= e h n %] th é Zrn\/—zEL_ 4m2V anh 2§ 2rn+E|_::
2mE _2m(v, - E) V" n 5 16m’E(V, - E) h 5

4 h* h*

2 e - 0
Vo gy /_2m(502 E), ¢
2EV,-B T x -

Quando E® 0" dlorah® ¥ e T® 0.
Quando E® V, dlorah e T tendono ad un vaore finito.

E' interessante il ruolo svolto in questo caso da L. Se L e moalto grande il seno iperbolico diverge
esponenzidmente e il coefficiente di trasmissone va a zero. In questo caso ciog, T non dipende

solo da E e V, ma anche ddla larghezza ddlla bariera Se L € molto grande dlora h é molto
grande erisulta

T » h-l D T » 4E(VO - E) M>e- 2k2L 16E(V E)
Ve V?

Equazione45

koL

in quanto snh k,L ® € per k,L molto grande.

Viceversa, s L e molto piccolo il seno iperbolico tende a zero e T tende a 1. Una barriera di
potenziae pud essere molto dta ma se € anche sufficientemente dretta pud essere dtraversata da

una particella che abbia E <V, con probabilitafinita e diversa da zero.

Owviamente in natura non troviamo una barriera effettiva a gradino ma una curva.
Dividiamo la curva in rettangoli infinitesmi pensando gppunto la barriera come una successone di
barriere rettangolari infinitesme.
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" i ittt il s

Essendo L I'ampiezza di una bariera a gradino, il coefficiente di trasmissone (cioe la probabilita

chelaparticdlain esamesd trovi oltre labarriera) & proporzionade a € >, come abbiamo giavisto.
Per unasingola barrierainfinitesmadloras ha

A2m(E - V(X
e ® e dato chek variacon x, k(x) = ( - ® ,e L® dx.

La probabilitadi trovare lamia particellatrax e x+Dx e datada
P(x+ Dx) = P(x) > % dove P(x) & laprobabilitadi trovare la particdlain x.
Se Dx e piccolo, sviluppando in serie I’ esponenzide (arrestandoci d primo termine), abbiamo:

P(x+Dx) = P(x) % 2®% = P(x) f1- 2k(x)Dx] = P(x) + dz(x) Dx, dacui

PO = 2( (DX, owero d;(x))m k(dx  che,  integrata,  mi
X X

[InP]: = 2d<(x)dx p ((X2; e

b b
- 20K(¥)dx = -2(‘):7/2m|E - V(x)|dx
b
LaquantitaG= (‘):7/2@ E- V(xX)|dx &dettafattore di Gamow.

b) E>V,

da

Congderiamo la soluzione del'equazione di Schrodinger per una paticela che incide su una

barieradi dtezza V,, elapaticdlaabbiaenergia E >V,
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‘I eiklx + Be ik x X < 0
0 |

Equazione46 Y (X) =i Ce'e* + De " O<x<lL
¥Feiklx

con
2mE 2m(E - V,)
k, = /h—z ek, = /h—zo

Ripetendo il procedimento giailludrato, 5 trova

_ 1 h
Equazione 47 =—; R=——
1+h 1+h
dove
V2
Equazione48 h =—-=——dn’k,L
4E(E - V,)

Ritroviamo quel fenomeni di interferenza giaosservati nel caso ddlla buca.
Modtriamo I'andamento del coefficienti di riflessone R e di trasmissone T per una paticdla

incidente su una barrieradi potenziae di dtezza V, elarghezza L infunzione del rapporto VE X
0

Gradino di potenziae

Sadato un gradino di potenziae, cioe un potenzide definito cosi :
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_ iV, per x>0
Equazione49 V(X)) =i
10 per x<O

Al solito disinguiamoi ces E<V, ed E>V,.

a) E<Vy

1

Scriviamo la soluzione dell'equazione di Schrodinger nelle due regioni individuate dal gradino

. | elklx Be kg X X < O
Equazione50 Y (X) =i
7 De x>0

con
meE f2m(E-V)
k1: 2 ekZ: h—zo

Abbiamo diminaio I'esponenzide Ce®* nella regione x>0 giacché & fiscamente inaccettabile.
Imponendo la continuitaddla funzione donda e ddla sua derivatain x =0, 5 ha

i 2k

1+B=D ;D 3
ooy Y (@=1#B=D - bl T
quazione %y-(o) ik, - ik,B=-k,D il-B:iEzD .:.B:kl‘ik2
| i k, +ik,

Cdcdliamo il coefficiente di riflessone

| _viBB* e (k- ik, )k tik,)
Equazione52 R v, AAF B[ = (k, +ik, )k, - ik,)

Il fatto che questo rgpporto € uguae ad uno sgnifica che una particela incidente su un gradino di
potenzide con energia totale minore ddl'dtezza dd gradino ha probabilita uno di essere riflessg,
cioe e sempre riflessa. 1l fatto perd che B da complesso sgnifica che onda riflessa ed incidente non
sono in fase. E' come se la particella riuscisse a superare la barriera e poi, dopo un certo tempo,
tornasse indietro.
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In effetti osservando I'espressione della funzione donda nela regionex >0, c'e una apprezzabile
probabilita di trovare la particella con una coordinata x >0 in una regione che iniziaa x=0 e9
estende per una distanza di penetrazione Dx cheé

ugude a ki . Laragione & che e #¢*

2

(=yy * = probabilita) va molto rgpidamente a zero quando X

. , _ 2m(V, - E
e moalto piu grande di i. Poiché k, = 2m(V - E)

" 2 abbiamo
2

h
A/ Zm(vo - E) .

Modriamo che la penetrazione nela regione classicamente proibita non € in contrasto con il
principio di conservazione dell'energia Infatti se Samo in grado di dire che la paticela 9 trova in
una regione di ampiezza Dx, sgppiamo che il suo impulso & determinato con una incertezza Dp che
deve verificare lardazione di Heisenberg

Equazione54 Dpl[] % =,2m(, - E)
Di conseguenza, I energiadella particella e incerta di una quantita

(D)’ 1V

DED—=—0V,- EPp E+DEI Ex(\,- B) =j

2m 12E-V,

e non e piu posshile dire che I'energia totde E ddla paticdla € minore in modo preciso
dell’energia potenzide V. Per questo abbiamo I effetto tunnd: dcune particele riescono a sdtare |l

gradino di potenzide. A ta proposito s veda la figura seguente.

Equazione53 Dx =

Owviamente, quando V, diventa molto grande, la particdla non ha piu probabilita di superare la
barrieraed infatti per V, ® ¥, B® -1.

b) E>Vo
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Scriviamo le soluzioni dell’ equazione di Schrodinger:

| . . J

i ell&x_i_Be.llgx, X <0, kl: 2;1E
y ()=

T i kX _ Zm(E - VO)

jCE x>0, =Y

Questa volta abbiamo diminato De '**nella regione x>0 perché non ¢ & niente che possa provocare
una riflessone dell’onda una volta che abbia superato il gradino. Imponendo la continuita di y e

y ¢inx=04 ha

| y©=1+B=C nete b
1y €0) =ik, - ikB =ik,C {1-8:%0
|
i 2 2k,
.. C= =
|
i g Kk
b | )
i H k2
.:.B:e kiﬂ :k1'k2yz<1 :k1+k2
1 2 2 k+k k-k
Determiniamo i coefficienti Re T:
* 2
R:V]'BB* :|B|2:?(_L' kzg
VlAA ek1+k2!3
TZVZCC*:pZCC*:hk2|C|2:ﬁY a¢  _ akk
VAR B ik, ko (k k) (k k)
m

Se BE>>V, ¢ agpetiamo che la paticella non veda piu la bariera di potenzide; e infatti, s E>>V
dlorak 'k, P RI0O e TU1

Quando E® V, dlorak, ® 0P T® 0 e R®1

| coefficienti B e C sono redli. Questo comporta che lo sfasamento tra onda incidente e onda riflessa
ganullo.

Rappresentiamo 1 coefficienti di riflessone e trasmissone per una paticdla incidente su un gradino
di potenzide di atezza Vo, in funzione del rapporto E/Vo:
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Possamo confrontare questa figura con quella rdativa dla bariera Per entrambi i potenzidi
R® 1quandoE/V,® 0,eR® OquandoE/V,® ¥ . Ma pe la bariera di potenzide il
coefficiente di riflessone 9 goprossma ad 1 gradudmente, a piccole energie, poiché la larghezza
finta dela regione classcamente proibita permette la trasmissone. Inoltre, il coefficiente di
riflessone dela bariera ostilla a grandi energie a causa ddle interferenze nelle riflessoni dale due
discontinuita

Come ultima cosg, illugriamo un sgema fisco con una funzione di energia potenzide che pud
essere gpprossmata da un gradino di potenziae.

Una paticdla carica 9§ muove lungo I'asse di due dettrodi cilindrici caricati a potenzide diverso.
La sua energia potenzide e costante lungo ciascun eettrodo, ma cambia molto rapidamente quando
S passaddl’uno dl’ dtro.
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