L’ ATOMO DI IDROGENO
vedi per es. un qualsias testo di istituzioni di fiscateorica o Struttura della materia

L’ atomo di idrogeno € un sSstema codtituito da due particelle (elettrone e protone) soggette ad un
potenzide di  interazione colombiano. L’hamiltoniana ddl’aomo di  idrogeno, nela
rappresentazione delle coordinate cartesane €
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dove my e riferito d protone, my dAl’ eettrone e V(f;- 1,) il potenzide colombiano. Il potenzide
dipende solo ddla disganza, quindi € invariante per tredazioni e rotazioni. Risulta conveniente
passare ale coordinate del centro di massa. Definiamo:
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Sodtituendo ndll’ hamiltonianatroviamo H nelle coordinate del centro di massa:
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dove nF mm, e lamassaridotta del sstema.
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La (3) pud essre pensta come la somma di due hamiltoniane indipendenti. La prima é
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di massa. La seconda & -
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di una paticdla libera. 1l centro di massa ddl’ a@omo di idrogeno § comporta dunque come un
Sstemaisolato.
La funzione d'onda totde e dunque il prodotto della funzione d onda del centro do massa e della

P

funzione d'onda de moto rdeivo: y =y oy ,, =c€" VY, ; dovey , —ceh o é la funzione d onda

rel

di unapaticdla libera(P éI'impulso totae, ¢ & una costante di normalizzazione).
Per trovare la funzione donda dd moto reativo, che indichiamo con dX.y,z), risolviamo la sua
equazione di Schrodinger:

- gnﬂﬁy (xy.2)+V(x v,z (x,y,2) = By (x, v, 2) (4)
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T Zez = ® il 9sema e un atomo idrogenoide, cioé un atomo codtituito da Z protoni ed un
Xty +z

elettrone.
E' conveniente, per risolvere I’ equazione, passare in coordinate polari Sferiche; s pud dimodtrare

cheintdi coordinate I’ operatore N* acquistalaforma:

Nela (4) V(xy,2) € il potenzide - % il ggema & un aomo di idrogeno,
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Mentreil potenzide si scrive semplicemente V(r) =- < (nel sitema cgs).
r

In questo modo vediamo che € possibile effettuare una separazione delle variabili, cid ¢ permette di
trovare soluzioni dd tipo:

y (raf)=RIQEFF) ©).

Mostriamo che esistono soluzioni dell” equazione:
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che 9§ sepaano nd prodotto di tre funzioni, ciascuna ddle quai dipende da solo una delle
coordinate, sostituendo la (6) ndlla (5) scrittacon N? in coordinate polari:
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Ossarviamo che d primo membro abdbiamo una funzione solo di f ed a secondo membro una

funzione solo di r e & L’ uguaglianza ddle due funzioni implica che esse Sano entrambe ugudi ad
una costante, che indichiamo con —?. Si ha.dunque:
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Dove A & una costante di normalizzazione. Poiché deve essere F (f)=F (f +2p), m deve essere un
intero pogitivo o negetivo.
Risolviamo adesso la (8):
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Come prima, ossarviamo che d primo membro abbiamo una funzione solo di r ed ad secondo una
funzione solo di & L’uguaglianza tra le due funzione implica ancora una volta che ese sSano
entrambe ugudi ad una certa cogtante, che indichiamo con |(I+1). S hadunque:
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Abbiamo gia risolto I' equazione (10) per trovare gli autovdori déd momento angolare, pertanto
riconosciamo nel prodotto di & e O le autofunzioni di 12 ed Ly, cioé le amoniche sferiche, m ed |
S0NO, gopunto, i loro numeri quantici.
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Prendiamo ora in considerazione la R(); & facile dimostrare che iirzﬁzid—(rl?) ed
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essendo per il Sstema protone eettrone > m, dalla (11) otteniamo:
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Riscriviamo I’ equazione (12) facendo le seguenti posizioni:
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_ _n - R _me*_ e _
r=a,r con ao—meez =0,053 nm, raggio di Bohr, E=E.e,con ER—?———13,6 eV,

energiadi Rydberg.
Sostituendo:

u-gu:eu (13)
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La(13) el equazione del moto per una particellain un potenzide efficace Vi = ———+- —
r
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Eso e la somma di due termini, uno atrattivo dovuto dl’ interazione colombiana, I'dtro repulsivo
centrifugo; quest’ ultimo nasce dd faito che d damo mess nd sSsema di riferimento dd centro di
massa, attorno a qualeil sstema ruota.

Possamo dloradiginguereduecasi: | =0 ed | 1 0, poiché Vet cambia notevolmente:

Cerchiamo gli dati legati dd Sstema, ess S avranno per valori di energia negativi.
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Se r® ¥ la(13) é goprossmata ddl’ equazione - : uz
-

=eu, che ha per soluzione una funzione

br

del tipo u(r) =€

[(1+1
, cone=-b*<0. Per r ® 0, possamo trascurare 2 rispetto a ( > ) ed
r r

anche eu é trascurabile in quanto u deve mantenere un vaore finito dappertutto, ed in particolare
nell” origine. La (13) e percio gpprossmata ddla:

dau _I(1+1)
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la quae ammette soluzioni del tipou(r)=r"', u(r)=r"", la pima dele quai non & pero

fiscamente accettabile perché cosi la u divergerebbe dl’ infinito.
Una soluzione ddla (13) che tiene conto del giuso comportamento al’ origine ed dl’infinito e
dunque:

u(r)=r"e" (14).

br

Ricordando che u(r)=€e", otteniamo R(r)—u(r)—r'e-br i ind :
- ' = = , possamo quindi notare i due

diverd andamenti per | =0 ed | 1 0.



Per | =0 otteniamo u(r)=¢€"", essa & la soluzione della (13) nel caso di V,, =- E cioé nel caso
r

di un potenzide efficace puramente colombiano. Notiamo che R(O) =1, e dunque € non nulla I

ampiezza di probabilita di trovare I’ dettrone ad r =0. Gli dati caraterizzati dal’ avere 1=0 sono
gli dai a ammetria sferica( perché le funzione soluzioni ddlla (4.40) sono indipendenti da g ef ), e

sono chiamati dati s Questo risultato vae perd nell’ gpprossmazione che il nucleo Sa consderato
. L . : 1
puntiforme, perche atrimenti il potenziale non avrebbe I’ andamento —.
r

Nel caoincui dal =0 invecel’ ampiezzadi probabilitadi trovare!’ eettrone d nuceo é nulla.

Sodtituiamo la soluzione (14) ndll’ equazione (13), S trova
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gb(1+1)- 2gr' =(e+b2)r'+1.
Osservando che e= - b® la precedente rdlazione diventa :
Zga(l +1)- gr =0 "r,
da cui infine otteniamo:
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In corrispondenza, S trovail vaore di energia
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Tutte le dtre soluzioni ddla (13) s ottengono moltiplicando la (14) per polinomi di grado finito in
r asegni dterni:

1 13,6
u(r)=r""e™ (¢-gr)p b=—pP E,=-——eV
(1) (6-ar)p b =P =
) 1 13,6
u(r)=r"e™ (g-cr+cr?)p hy=—-pb E,=- ——eV.
Ossarviamo che, fissato I’ intero |, i possbili valori dell’ energia possono essere espress come:
_ 13,6
E,=-—-¢V
n

doven el intero n=1+1 1 +21 +3;...

Notiamo che, fissato n, fissta cioé I' energia, § trovano n vdori diginti di | (tutti gli interi
compres tra 0 ed n- 1) peri quai 9 hanno Sati degeneri.

IL potenzide efficace dipende da |. So dimostra che ha un minimo che sde e 9 spoda verso
desradl’ aumentare dil . Infatti:
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Fissato n -ﬁossiamo vedere dd grafico | p0$ibili vaori dd momento angolare orbitae |
consderando leintersezioni trale energietotali E,, ei potenzidi efficad V, :

n=1 |=0
n=2; 1=1,0
n=3 1=21,0
ecos via

Riassumendo, le autofunzioni ddl’ hamiltoniana ddlI’ aomo di idrogeno sono individuate da tre
numeri quantic m,l,n i quali possono assumere i seguenti vaori:

in=123,..

{1=01.2,...n-1

Im=-1-1+1..0,..1- 1|

Per un fisssto valore di n, dunque, ci sono n vdor didinti di | a qudi corrisponde 1o steso

vadore di energia fisssto | ¢ sono poi 2l +1 vadori d m a qudi corrisponde ancora lo stesso
vaore di energia Ladegenerazione totde ddl livello n-esmo é dunque:

n-1 n-1 n-1 nin-1
a(@2+1=231 +n:2él+n:2u+n=n2.
1=0 1=0 1=1 2

In effetti, tenendo conto del numero quantico di spin, la degenerazione & 2n°.

Per individuare lo dao del’ detrone 9 definiscono quattro numeri quantici che sono vaori
associati a certe grandezze che caratterizzano il sstema

1 h=numero quantico principale (energia)

’[ I=numero quantico azimutale (momento angolare orbitale)

: M= numero guantico magnetico (proiezione del momento angolare)

{ m, =numero quantico di spin



La degenerazione € il risultato di certe proprieta dela funzione energia potenzide che descrive il
sstema. La degenerazione rispetto ad m nasce perché il potenzide dipende solo ddla coordinata r,
cosicché e a dmmeria derica e I’ enegia totde ddl’ atomo € indipendente ddla sua
orientazione nello spazio. La degenerazione rispetto ad | € una conseguenza della particolare di
pendenza da r dd potenzide colombiano, viene rimossa, cioe I'energia de livdli dipende

anche da |, quando il potenzide non e piu dd tipo - ﬁ, pur restando a Smmetria Serica. La
r

degenerazione ripetto ad  m pud essere invece rimossa s0lo sovrapponendo d  potenzide
coulombiamo un potenzide non caratterizzato da smmetria sferica.

n- |- .
Esaminiano  per I'aomo di idrogeno le funzioni redidi R, (r )= U (1) =r'e"” al(- lcr' 4
r i=0

vaiaed nedl.

Il comportamento di R(r ) nell’ origine & diverso nei due cas | =0ed | 0.Abbiamo gia osservato
che nd primo caso € diversa da zero I’ ampiezza di probabilita di trovare I’ dettrone a r =0,
mentre e nulla né secondo caso. In prossmita dell’ origine I’ ampiezza di probabilita R,
diminuisce d crescere di | coerentemente con il fatto che laforza centrifuga dlontana dal’ origine.
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Definiamo la densita di probabilita rdide P(r) in modo che P(r)dr sala probabilitadi trovare
I" eettrone in un punto di coordinata radide compresatra r edr +dr integrata sulla corrigpondente
superficie sferica, cio& P, (r)dr = 4pr?|R, (r) dr, dove i pedici | ed n indicano che la densita di
probabilitadipende datai numeri quantici.

Riportiamo ora la disribuzione ddla densta di probabilita dell’ dettrone 4pr2|F§Yn(r)|2 per acuni
vaori de numeri quantici n ed |. Poiché ¢ riferiamo ad un Sstema idrogenoide di numero atomico
Z e poiché dI' aumentare di Z I’ eettrone § awvicina d nucleo, teniamo conto di questo fatto

moltiplicando L per Z. Le curverisultano essere;

o -

Ossarviamo cheiil numerddei nodien-1-1.



