MOMENTO ANGOLARE ORBITALE

vedi un quasad testo di idtituzioni di fiScateorica o di sruttura della materia

Finora abbiamo tretato problemi unidimensondi. Né trattare problemi tridimensondi €&
opportuno introdurre un'ulteriore grandezza fiSca che € il momento angolale 0 momento ddla
quantitadi moto.

Nel caso unidimensionae, il momento angolare e nullo e quindi non lo consideriamo.

Classcamente il momento angolare € dato da prodotto vettoride di

ook
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Quantigicamente il momento angolare € rgppresentato, come una quaunque dtra variabile
dinamica osservabile, da un operatore L. Assumiano che la dipendenza funzionde
dell’ operatorel. dagli operatori ' e p sa ugude aquelache legail vettore L a vettori 7 e
p .

Nella rappresentazione delle coordinate, in cui 60 %N, le tre componenti L
del momento angolare assumono laforma:
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S definisce modulo quadro del momento angolare il seguente operatore:;

2 _ 12,02, 2
L —LX+Ly+LZ

E facile verificare le seguenti regole di commutazione:

>

€L, L, H=ixl,
&, L=,
&, L =i,



Ricordando il ggnificato dele parentes di commutazione in meccanica quantistica, le prime tre
rlazioni ¢ informano che i tre operatori I:X : I:y ed ﬁz non ammettono un set completo di
autosteti smultanei, cioé no e posshile misurare contemporaneamente le tre componenti de
momento angolare orbitdle con precisone assoluta E invece possbile determinare il modulo
quadro ed una a piacere delle componenti dell’ operatore L, secondo quanto s deduce ddlI’ ultima
dele relazioni. L'unico caso in cui L & determingbile completamente (nel modulo e nelle tre
componenti) & quando L, = |:y =L,=12=0.

E spesso conveniente lavorare in coordinate polari Sferiche. Cerchiamo la forma dell'operatoreI:
in tale rgppresentazione
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Vogliamo determinare larelazione tra 1,1 Al e rasT

™ISz
Daa una funzione f regolare, cacoliamo il suo vaore in un punto P e in uno P+dP dd suo
dominio. La quantita df = f (P+dP)-f(P) di cui e vaida la funzione andando da P a P+dP e

owviamente indipendente da particolare sstemadi coordinate usato:

df =£dx+£dy+£dz 1)
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Ossarviamo che
x=x(r q,f)
y=y(raf)
z=2(rq,f)
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Andando a sodtituire le (3),(4),(5) nella (1) ed uguagliando la (1) dla(2) s ha
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Essndo note le funzioni x=x(r,q,f),y=y(r,q,f),z=2(r,q,f), sono note le derivate di x,y,z

rispetto a r,q,f. Il ssgema (6) € un Sstema di tre equazioni in tre incognite all 1 10
KT
che possamo risolvere con il metodo di Cramer ottenendo:
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Risolviamo I’ equazione agli autovaori per I:Z strittandlaforma
Ly (r.af)=Ly (r.af) (7

Dove y (r,q,f) @ l'atofunzione e Lo, & I'autovaore.  Osservando che

L, agisce solo sulla

varigbile f, l'auttofunzione @ 9 puo scrivere separando le vaiabili come prodotto di una funzione



dipendente da r e & e di una funzione O dipendente da f : y (r,q,f)=F (f ) f(r,q). L’equazione
(7) e percio equivaente al’ equazione:

dl;f(f):LozF(f)b

dF(f) ' B %LOZf
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Bisogna imporre che I’ autofunzione sa monodroma e dunque che:

(f+2p)

F(f)=F(f+2p)p A" = Ae™”

L= (8)

b ZpéLOZ = 2pmb

Essendo m un intero reatvo. La relazione (8) mostra che la componente lungo I'asse z dd
momento angolare € quantizzata, cioé pud assumere 00 determinati vaori. Adesso scriviamo

I’ equazione agli autovalori per L2
Ly (r,a.f)= LY (r,q.f) 9)

Dove L? & il generico autovalore da determinare. Osservando che I’ operatore |2 agisce solo aulle
coordinate & e f . S pud supporre la seguente separazione di variabili: y (r,q,f) =R(r) F(q,f)
per cui [a(9) e equivdente a

L2F (q.f) = L2F (q,f ) (10)

Ossrvando che un'autofunzione di L, & anche autofunzione di L[> a meno di un fattore di
normalizzazione, possamo scrivere:

F(a.f)=P(q)e™ (11)

Sostituiamo la (11) nella (10) scrivendo I operatore * nelle coordinare sferiche:

éd*P(q)e™ dP(q)e™ = 1 d’P(qg)e™ u .
W e oot 1= *P(q)e™ p
é dq2 +Co q d:] + Si r.]2q df 2 3 (q)
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o + cotq & +gl " BP( )=0 (12)
d’P(q)e™

Dove § € posto  L?=I#?%, con & numero, S & cacolato 7 =-nP(q)e™ esd e
semplificato per €™ . Soluzioni dell’equazione differenzide (12) sono i polinomi di Legendre in

Seno e coseno di vario grado. Discutiamo i seguenti cagi:

a) P(e)=costante
L’ equazione (12) diventa:

m2

dn?q
Questo € il caso in cui L=0 e la funzione d'onda & una cogtante che non dipende dale variabili
angolari é e T, cioé il agema e a Immetria ferica. Le due circostanze (L=0 e indipendenza da € e

=0 "qb I =m=0



f) sono equivdenti. Se infaiti L e diverso da zero ¢ sono dele direzioni o ddle regioni ddlo
gpazio in cui € piu probabile trovare la particdla precisamente la massma probabilith § ha nd
piano normae dla direzione dd momento angolare. Se L=0, invece, nessun piano € privilegiato e
quindi dobbiamo trovare la particella ovunque con la stessa probabilita cioe il dstema deve avere
smmeriaderica

b) P@=sene
Sogtituendo ndla(12) 9 ha
2 2

- anq+ .sq+a?_ >—x9nq =0P
sng SnN“ gy
-dn’q . P
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Devono annullars contemporaneamente i coefficienti di seneel/sene, cioé
| =2, m=%1

c) P(&=cose

Sodtituendo S ha
S
-cosq-cosq+af- — gcosq:Ob
§ “sn7a,
(- 2+1 )cosq - m? (?oszq =0p
an“q

"qb | =2,m=0
Ossarviamo che dlo stesso vaore ded modulo di L (L= «/Eh) corrispondono diverse component
del momento angolarelungo z (L, =#,0,- 1)

d) P(&=cos’ e
S ha

dcos’q _ . d?cos’q
=-2cosgsng; —

=-2cos’q +2sn 2
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Pertanto la (12) diventa:
2dn*q- 2cos’q- 2cos’q+1 cos’- m’ tan’q =0b
2- 2cos’q- 4cos’q- m*tan’q=0b
2+(1 - 6)cos’q- m?tanq

Se soggliamo 66, m=0 rimane a primo membro ddla relazione un 2. E' facile verificare che s2 g
sceglie P (8)=cos” & 1/3 la soluzione =6, m=0 & accettabile,
e P(&=sareé
S ha
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pertanto la (12) diventa:



2cos’q- 2dn’qg+2cos’g+1 sn®g-nf =0b
4- 6dn’g+1 sn’qg- m* =0p
(I - 6)sn?g+4- m*=0

"gb | =6,m=4+2

f) P(é=cosesené

S ha
dancosq _dn?q+cogtq
dq
dsgw -2cosqsnq- 2snqgcosg = - 49n g cosq
q
pertanto la (12) diventa:
3
- 4s'nqcosq+cc_)S ga. cosqsnq+! snqgcosq - m* —— €0sd _ =0p
n snq

-551nqcosq+C q(l an q)+| dnqcosq- N tang =0p
snq

- 6dnqcosg+tang +1 snqcosqg- m*tang =0b
(- 6)s'nqcosq+(1- mz)tanq:O
"qb | =6,m=%1

Procedendo in questo modo S trovano ancora le soluzioni &12, &20, &30... La generica
soluzione in € puo strivers nella forma é=1(1+1) dove | € un numero intero maggiore ugude a zero,

| & detto numero quantico dd momento angolare orbitale. Generdizzando i risultati ottenuti S pud
dire che fissato | sono ammess per | tutti i vaori interi compres fra - ed |. Gli autovdori  dd
modulo quadro e della componente lungo z dd momento angolare sono dungue rispettivamente:

7L +]) 130
am -1EmEI
Le funzioni d’ onda sono:
F(af)=R,.(a)e” =Y. (af)
dove P, sono i gia citati polinomi di Legendre Le autofunzioni Y| m(€f ) s dicono amoniche

Sferiche.
Rappresentando in un diagrammapolare |L| ed L, S ha



Laproiezione L, di L, fissato L?, cioéfissato |, & di lunghezzamessima: L, = 7l

Inoltre, non succede mai che L, Salungo quanto |L|, infatti:

I =nl{l +1) >1n=1L

percio I'angolo & semigpertura dd cono, sulla cui superficie s pud muovere il vettore L e
sicuramente non nullo. Cio e in accordo con le regole di commutazione illustrate; se, infatti, potesse
essere |L|= L, avremmo le tre componenti di L perfettamente determinate e cioé L, =|L|, L, =0,
L, =0 cosache contraddice le regole di commutazione:

[L,L]=8, Lg=inL,,

secondo cui non e possibile determinare contemporaneamente L, L, L,.

Poiché un asse non é privilegiato rispetto ad un dtro € evidente che gli autovaori di Ly, Ly sono
ugudi (con opportunaridefinizione degli angoli eef ) agli autovaori ed autofunzioni di L.

Sa, al esempio, il ssema preparato nell’ autostato di I:Z incu L, =-%. Se misuriamo non
sgppiamo quae sara il risultato della specifica misura, perd sgppiamo che d tratera di uno dei

possibili autovalori dil, .

Relazione tra momento angolare e momento magnetico

Una carica q § muova con velocita v su una circonferenza di raggio r. Tde moto pud essere
assmilato aquello di unacorrente di intensitai =? U unaspiracircolare.

Alla carica pertanto associamo un momento magnetico
m=iS (13)
dove S & il vettore che ha direzione perpendicolare dla spira, verso individuato dd pollice ddla

mano dedtra se le dtre dita avvolgono la spira nel senso di moto dedla corrente, modulo pari al’
areaddlaspira

2pr

Osservano che T =2 lam=iS pud anche scrivers':
v
-_4d 2-_ q 2
M=—prn=——vprinp
TIo 2pr P
1l :%F Uqv (14)

S pud dimodrare che la precedente rdazione € generdizzabile ad un ssema di n caiche
- 1o

M :Ea r,ugVv, .

Un fato molto importante nello sudio dei momenti magnetici aomici 0 molecolari € che sono
legati a corrispondenti vaori dela quantita di moto degli aomi o delle molecole. Per vederlo
riprendiamo la (14), sodtituiamo a q la carica —e di un dettrone, maltiplichiamo e dividiamo per la
massam dell’ eettrone:

Crumi=-210p
m 2m
m=-gL (15)

- 1
m=-=
2



Essendo L il momento angolare ddll’ dettrone lungo la sua orbita e & la costante Zi'
m

Questo risultato, che & stato qui dedotto ndl’ ambito della meccanica classica e per il caso di un

orbita circolare € in redta vaido quasas da I’ orbita percorsa dal’ dettrone e resta vaido anche
nell’ ambito della meccanica quantistica

Se anziché un atomo di idrogeno abbiamo un Sstema abbiamo un ssema aomico pit complesso,

con piu di un eetrone, il moto orbitde di ciascun eettrone da luogo ad momento magnetico
proporzionde ad suo momento angolare secondo la (15). Poiché le orbite dei divers dettroni S
svolgono su piani divers, tutti questi contributi dovranno essere sommai  vettoridmente. Nella
meccanica quantistica le regole per la somma di piu vettori sono diverse da quelle della meccanica
classica ma il risultato sara sempre che per un a@omo quasas il momento magnetico dovuto d
moto orbitale degli dettroni € proporzionade d momento angolare risultante secondo la (15)

Sottoponiamo un Sistema atomico ad un campo magnetico B. Sul sistema di momento magnetico
M agisce unacoppia G che provoca lavariazione del momento angolare secondo I equazione:

4 _s=Mus
dt
Moltiplicando per —&la precedente espressione s ha
A9d) - = gi UBP
dt
dM PR
—=-gM UB 16
a av (16)

La differenza dM del vettore M in due istanti t e t+dt & un vettore ortogonde a piano formato da
M e B; il risultato @che M ruotaattornoa B :

S ha: |d|\7||:|v|senJ da = MsenJ wdt b

dM

“meend wb M oo (17)
ot ot

Confrontando la (16) ela(17) s ha
w=gB (18)



cioé W ha la direzione di B. La (18) esprime la precessione di Larmor, cioé il fatto che in presenza
di campo magnetico i momenti magnetici ruotano con una velocita angolare che € proporzionde d
campo magnetico applicato.
L’energiadi interazione tra momento magnetico e campo magnetico €

U=-MxB
Td energia dipende dal’angolo tra M e B, ma, se M precede B, mantiene lo stesso angolo
con B equindi il campo magnetico induce dei moti di precessione senzavariare |’ energia.
Vediamo ora cosa succede quando il campo magnetico non € uniforme. Se B non & uniforme, nasce
unaforza sul sstemauguae dl’ opposto del gradiente dell’ energia di interazione:

=-gradU = - grad(M xB)

Supponiamo di disporre le linee di forza in modo che solo %1 0, la forza esercitata € data da
z
F,=M, 11"82 . Abbiamo dimostrato che la proiezione dd momento angolare lungo z € quantizzata
z

Se 9 ha una quantizzazione per L, , automaticamente 9§ deve avere la stessa quantizzazione per la
componente de momento magnetico lungo z perché ce una rdazione di proporziondita tra
momento magnetico e momento angolare. Se M, € quantizzato lo € anche F, . ESperienze opportune
che mogtrano la quantizzazione di F, mettono in luce automaticamente la quantizzazione di L.

Nota Nd trattare il momento angolare in dtruttura della materia bisogna essere sempre molto
“prudenti” ndl’ adottare smilitudini classche o quello che viene chiamato moddlo vettoriae,



