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In questo breve articolo, cercheremo di trattare dal punto di vista delle
equazioni differenziali alcune classi di problemi di meccanica classica.
A tale scopo, prima di procedere, ricordiamo brevemente i teoremi che ci
occorreranno per risolvere le equazioni differenziali.

0.1 Teoremi fondamentali

Definizione 1 Si definisce un’equazione differenziale lineare del primo or-
dine, se p(z) e q(x) sono funzioni note definite in un intervallo I, un’e-
quazione differenziale del tipo

Y+ p(x)y = q(x)

Teorema 1 Un’equazione differenziale lineare y' + p(x)y = q(x), se p(x) e
q(z) sono funzioni note definite in un intervallo I, e f(xg) = yo con xy €
I,yo € R, ha una e una sola soluzione della forma

y = goe—A@ | e~ / g 4Ot
zo

dove

Definizione 2 Si definisce un’equazione differenziale lineare del secondo or-
dine, se p(z), q(z) e r(x) sono funzioni note definite in un intervallo I,
un’equazione differenziale del tipo

y' 4+ plx)y +q(x)y = r(x)

Teorema 2 Ogni soluzione dell’equazione differenziale "' + qy = 0 é della
forma y = auy(z) + bua(x) se e solo se dato un numero reale ¢ € I valgano
le condizioni:

o per q =0 sia uy(z) = L us(x) = x;



kI,UQ(ZL') —e :

o perq<0 siaq=—k*>cu(z)=c¢c
e perb >0 siab=k* e uy(zr) = cos(kz),us(x) = sin(kz).
con a,b € R.

Teorema 3 Data un’equazione differenziale omogenea del secondo ordine
v+ py + qy =0, ogni sua soluzione é della forma

y = e P2 [quy () + buy(z)]
cona,be R e
e perd =0, u(zr) = 1,uz(x) = x;
e perd <0 ek=21v/=d u(x) = cos(kx),us(z) = sin(kzx);
e perd>0ck=23Vd u(zx) = e uy(z) = e

Definizione 3 Si definisce wronskiano di due funzioni f(x) e g(x), la fun-
zione

_ oy F@) g(x)
W= ) )
ovvero la funzione W(x) = f(z)g'(z) — f'(x)g(x).

Il wronskiano ¢ generalizzabile al caso di n funzioni.

Definizione 4 Data una funzione f di deriwate f' e f", si definisce L(f) =
f+pf +af”

Teorema 4 Sia data 'equazione differenziale yv" + py' +qy = r. Se y; ¢
una soluzione particolare di L(y) = r allora la soluzione generale si ottiene
sommando ad essa la soluzione generale dell’equazione differenziale omogenea

L(y) = 0.

Teorema 5 Sia data L(y) e siano uy(x) e us(x) le soluzioni di L(y) = 0.
Se W ¢ il wronskiano delle due funzioni, l’equazione non omogenea L(y) =r
ammette come soluzione particolare

yi(r) = ti(z)us (2) + ta(z)ua(z)

dove
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0.2 Sistemi riconducibili a equazioni differen-
ziali del secondo ordine

St consideri una molla il cui asse é verticale. Sulla molla, di coefficiente k,
viene posto un oggetto di massa m, che la comprime di un breve tratto.
Sotto una forza esterna agente sull’oggetto, la molla viene ulteriormente com-
pressa. St assuma la molla nel punto di contatto in questa nuova posizione
come origine di un sistema di riferimento di assi ortogonali e si trascuri la
natura della forza esterna.

La forza smette di agire, dunque l’oggetto schizza in aria fino ad arrivare ad
un’altezza massima h per poi tornare sulla molla e ripetere [’evento. Non
trascurare lattrito dell’aria di coefficiente di v proporzionale alla velocita.
Si studi ’equazione del moto dell’oggetto.

Al momento che I'oggetto e lasciato schizzare in aria, su di esso sono eserci-
tate 3 forze: quella dovuta alla molla, quella dovuta alla resistenza dell’aria,
quella dovuta al peso. Poiche non ci interessa la situazione di equilibrio ma
quella in cui 'oggetto si muove, avremo la seguente equazione del moto:

Fmolla_Faria_Fpeso:ma:_kx_f}/v—mg:m(l

che tenendo conto delle relazioni che intercorrono tra spazio, velocita e ac-
celerazione rispetto al tempo e posti = 11 e wi = £ portano a
Tm m

1
2" () + =2/ (t) + wir = —g
T

ovvero una equazione lineare non omogenea del secondo ordine.

Dunque prima di studiare l'intera equazione studiamo quella omogenea as-
sociata, che come sappiamo dai teoremi prima esposti va studiata in tre casi,
al variare del suo discriminante d = %2 — 4w?, e poi utilizzeremo i risultati

ottenuti per ottenere le soluzioni generali in ciascun caso.

0.2.1 Discriminante nullo

Poiche il discriminante delle’equazione omogenea associata 2”(t) + La/(t) +
wir =0 ¢ d= 2 — 4w}, avremo la condizione 2wor = 1.
Utilizzando il teorema (3), e svolgendo gli opportuni calcoli, avremo che

I’equazione oraria del moto e

z(t) = e 2 (A + Bt)



in funzione delle due costanti generiche A, B, univocamente determinate non
appena siano assegnate le condizioni iniziali, ovvero z(0) = 0 e v(0) = 2/(0) =
0.

Dobbiamo adesso risolvere I'equazione differenziale non omogenea assegnata.
Scriviamo la soluzione dell’omogenea associata nella forma

x(t) = A(e %) + B(te )

in modo da favorire la corrispondenza con il teorema (4) e con quello delle
variazioni delle costanti.

Il wronskiano della coppia di funzioni risolutrici,
W(t) = e e s — e |4 Lot s =t
=€ e T — —€ T —€ Te T =€ T
2T 2T

Possiamo procedere a partire da questo risultato per costruire le funzioni ¢; e
to richieste dal teorema (4), oppure procedere con le variazioni delle costanti,
cioeé cerchiamo due funzioni di t A(t), B(t) tali che

{ A'(t)uy(t) + B'(t)ua(t) =0
A (1) + B (t)uy(t) = r

dove wuy,us sono la coppia di funzioni risolutrici e » = —g in questo caso.
Procederemo con questo metodo, risolvendo il sistema e determinando le
funzioni incognite in modo da stabilire la legge oraria

2(t) = A(t)ur () + B(t)us(t)

che e una soluzione generale.
Dunque, si ricava subito dalla prima equazione del sistema A’, che andato
sostituito nella seconda equazione porta a

B'(t) = —ger = B(t) = —2re% + ¢
Da cui, svolgendo e ricavando A(?):
At) = Ar2gezr — 2rgter + ¢

da cui, per quanto detto in precedenza, e svolgendo semplici operazioni di
somma e prodotto si ottiene

2(t) = —47%g + €73 (ert — )

che ¢ la soluzione generale.
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e Per 2(0) =0 e z(0) = 4729 + ¢ si ha ¢ = —472%g;
e Per v(0) =2/(0) =0 e 2/(0) = ¢; — a5 si ha ¢, = —87%g.

Questo significa che la soluzione con le condizioni iniziali richieste e nel caso
particolare 2wy =1 &

x(t) = 4rge” > 21 — t] — 477
[’andamento e del tipo mostrato in figura:

L

5 18 15

0.2.2 Discriminante positivo

Poiche il discriminante delle’equazione omogenea associata z”(t) 4+ La/(t) +
wir =0 ¢ d= & — 4w}, avremo la condizione 2w < 1.

Per il teorema (3) la legge oraria del moto sara:
3(t) = e 3 (Aed VI 4 pem i V/I-IuET
OVVero
x(t) = A[e‘%(l—m)] + B[e—%(uw)]
dove dobbiamo ricavare A e B.

Il wronskiano della coppia di funzioni risolutrici, e

1
W(t)=——e~

T



e anche qui procederemo con il metodo delle variazioni delle costanti.
Evitando di ripetere le considerazioni precedenti, in questo caso il sistema di
equazioni da le soluzioni

= 72 L (1—4/1—dwir?
A(t) = _4\/1—4w372(1—g\/1—4w372)627( 07 +
e (/T

_ g
B(t) =4 V/1-4w272(144/1-4w3?)

da cui, la legge oraria del moto risulta essere, dopo qualche passaggio:

2(t) = 2L 4 e B U VITRER) | o (/T i)

wi
che ¢ la soluzione generale. Imponendo le condizioni iniziali, risulta:

1

© =g+t =l

1

co=—pl- 7m0

Questo significa che la soluzione con le condizioni iniziali richieste e nel caso
particolare 2wyr < 1 ¢

g 9 1 —t (1—y/T—4w2r?)
o) =2L ~ I g e 01
(t) > wg[ s 4w372]
—i[l o ;]ef%(l+\/lf4w372)

wg V1 —dwir?

dove se t — +o0 si ha z(t) = 2wi%, cioe il moto dell’oggetto tende ad essere
a velocita costante, pur dipendendo dalla sua massa per via della presenza
di wo.

Invece se 2wy << 1, si ha z(t) = 0, cioe lo spostamento ¢ quasi nullo per
ogni t: quindi la forza di attrito unita a quella del peso e cosi forte rispetto
a quella della molla che non fa spostare 'oggetto se non di pochissimo.
L’andamento ¢ del tipo mostrato in figura:
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L

5 14 15

0.2.3 Discriminante negativo

Poiche il discriminante delle’equazione omogenea associata z”(t) 4+ La/(t) +

wiz =0 ¢ d= 2% — 4w}, avremo la condizione 2w > 1.

Per il teorema (3) la legge oraria del moto sara:

t t t
z(t) =e 2 [A COS(; dwir? — 1) + Bsin(Z dwir? — 1))
ossia
—5 ¢ 2,92 I / 5 o
x(t) = Ale" 27 cOS(Z 4wit? — 1) + Ble 2~ Sm(? 4uwdr? —1)]

dove dobbiamo ricavare A e B.
Il wronskiano della coppia di funzioni risolutrici,

1
Wi(t) = Ze_?\/élwgﬂ -1

e anche qui procederemo con il metodo delle variazioni delle costanti.
Evitando di ripetere le considerazioni precedenti, in questo caso il sistema di
equazioni, dopo qualche noioso passaggio algebrico, da le soluzioni

A(t) = —Ze 2 [sin( L /4wdr? — 1)74 ;2 = + cos(=v/4wiT? — 1)] + &1
wgT2—

B(t) = wigefﬁ[cos(% dwir? — 1)\/ﬁ — sin(£/4wit? — 1)] + ¢



da cui, la legge oraria del moto risulta essere

¢ t
x(t) = —% + e COS(Z\/L_LU)(Q)TTl) +cpe " Sin(%\/M)

0

che ¢ la soluzione generale. Imponendo le condizioni iniziali, risulta:

Questo significa che la soluzione con le condizioni iniziali richieste e nel caso
particolare 2wyr > 1 &

9 9 _+ vty
t = —— —_ 27 N 4 2 __ 1
x(t) u? + w26 cos(2T wgT )+

0

g e .t 5
+ e~ 2r sin(=—+/4wir? — 1
wi\/4wiT? — 1 (27' 0 )

dove per t — +o00 si ha z(t) = —%, mentre per 2wor >> 1 si ha
0

—% + %6_% cos(wot) + 73

A
e 27 sin(wot)
wi o wg 2wyt

x(t) =

L’andamento e del tipo mostrato in figura:
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